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Re´sume´
Soit K un corps alge´briquement clos muni d’une valeur absolue non triviale, et
soit f : X → Y un morphisme de K-sche´mas de type fini. On montre que f est uni-
versellement ouvert si et seulement si l’application induite sur les points K-rationnels
est ouverte pour les topologies de´duites de la valeur absolue.
Abstract
Let K be an algebraically closed field with a nontrivial absolute value, and let
f : X → Y be a morphism of K-schemes of finite type. We show that f is universally
open if and only if the induced map on K-rational points is open for the topologies
deduced from the absolute value.
Classification AMS : 14B25, 12J10.
1 Introduction
Soit (K, | . |) un corps value´ (c’est-a`-dire que | . | : K → R est une valeur absolue sur
K, qui sera suppose´e non triviale). Pour tout K-sche´ma de type fini X , on notera Xtop
l’ensemble X(K) muni de la topologie ≪ forte ≫ de´duite de la valeur absolue.
∗L’auteur est membre du projet ≪ Points entiers et points rationnels ≫ de l’Agence nationale pour la
recherche.
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1.1 The´ore`me. Soit (K, | . |) un corps value´ alge´briquement clos, et soit f : X → Y un
morphisme de K-sche´mas de type fini. Les conditions suivantes sont e´quivalentes :
(i) f est universellement ouvert ;
(ii) l’application continue ftop : Xtop → Ytop induite par f est ouverte.
1.2 Remarques.
1.2.1 Soit f : X → Y un morphisme localement de type fini de sche´mas localement
noethe´riens. Rappelons que f est universellement ouvert dans les cas suivants :
(i) f est plat (ou, plus ge´ne´ralement, il existe un OX-module cohe´rent et f -plat, de
support X), cf. [7], (2.4.6) ;
(ii) Y est ge´ome´triquement unibranche et f est e´quidimensionnel (≪ crite`re de Cheval-
ley ≫ [8], (14.4.4)). On peut d’ailleurs, pour beaucoup de questions, se ramener a` ce
cas en utilisant par exemple ([8], (14.4.9)).
1.2.2 Tout morphisme plat f : X → Y d’espaces analytiques complexes est ouvert ; ce
re´sultat semble duˆ a` Douady ([6], corollaire a` la fin de l’article). On en trouvera une de´-
monstration plus e´le´mentaire dans [1] (V, Theorem 2.12), ou [2] (V, the´ore`me 2.10), qui
montre en outre (sans hypothe`se de platitude) que si Y est localement irre´ductible et f
e´quidimensionnel, alors f est ouvert : on reconnaˆıt l’analogue de la condition (ii) de 1.2.1.
1.2.3 Tout morphisme plat d’espaces analytiques rigides (quasi-compacts et quasi-se´pare´s)
est ouvert ([3], cor. 7.2) ; la de´monstration utilise le cas d’un morphisme de sche´mas via
les mode`les formels.
1.2.4 Selon V. Berkovich (non publie´, communication prive´e), si f : X → Y est un
morphisme sans bord d’espaces analytiques non archime´diens, et si F est un OX-module
cohe´rent et f -plat, alors la restriction de f au support de F est une application ouverte.
1.2.5 Vu les trois remarques pre´ce´dentes, la partie ≪ (i)⇒ (ii) ≫ du the´ore`me 1.1 est es-
sentiellement connue dans le cas plat (et dans le cas complexe) ; les seuls me´rites de la
de´monstration pre´sente´e ici sont (outre le cas ultrame´trique non plat) de ne pas traiter
se´pare´ment les cas archime´dien et non archime´dien, et de ne pas recourir aux espaces ana-
lytiques sous-jacents. Quant a` la partie ≪ (ii)⇒ (i) ≫ c’est un simple exercice, que je n’ai
toutefois pas trouve´ dans la litte´rature.
1.2.6 Je remercie Vladimir Berkovich, Siegfried Bosch, Antoine Ducros, Francesco Polizzi
et le rapporteur pour leurs remarques.
2 Rappels et pre´liminaires
2.1 Corps topologiques
Soit K un corps topologique ; on supposera toujours dans la suite que la topologie de
K n’est pas grossie`re, ce qui implique que K est se´pare´ (de´monstration : K admet un
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ouvert non vide et strict ; par translation, il admet un ouvert non vide U ⊂ K∗ ; donc
K∗ =
⋃
λ∈K∗ λU est ouvert, donc {0} est ferme´).
Pour toutK-sche´ma de type finiX , on sait alors munir l’ensembleX(K) d’une topologie
dite forte de telle sorte que, si l’on note Xtop l’espace topologique obtenu :
– si X = A1K , la topologie forte sur Xtop = K est celle de K ;
– tout K-morphisme f : X → Y de K-sche´mas de type fini induit une application
continue ftop : Xtop → Ytop, qui est de plus un plongement topologique ouvert (resp.
ferme´) si f est une immersion ouverte (resp. ferme´e) ;
– si X et Y sont deux K-sche´mas de type fini, la bijection canonique (X ×K Y )top →
Xtop × Ytop est un home´omorphisme.
Ces conditions entraˆınent encore que toute immersion induit un plongement topolo-
gique, et que la formation de Xtop commute aux produits fibre´s.
Nous aurons a` conside´rer les proprie´te´s suivantes d’un corps topologique K :
(H) Pour tout K-morphisme e´tale f : X → Y de K-sche´mas de type fini, l’application
induite ftop : Xtop → Ytop est ouverte.
(F) Pour tout K-morphisme fini f : X → Y de K-sche´mas de type fini, l’application
induite ftop : Xtop → Ytop est ferme´e.
2.1.1 Proposition. Soit K un corps topologique non discret. Soit X un K-sche´ma de
type fini irre´ductible, et soit Ω un ouvert non vide de Xtop. Alors, dans chacun des cas
suivants, Ω est dense dans X pour la topologie de Zariski :
(i) X = AnK ;
(ii) K ve´rifie (H) et X est lisse sur K ;
(iii) K ve´rifie (H) et est alge´briquement clos.
De´monstration: dans le cas (i), l’hypothe`se que K est non discret entraˆıne directement le
re´sultat si n = 1 (tout ouvert non vide de K est infini). Le cas n ≥ 1 s’en de´duit graˆce
au fait bien connu suivant : si I1, . . . , In sont des parties infinies de K, tout polynoˆme
F ∈ K[T1, . . . , Tn] nul sur
∏n
k=1 Ik est nul.
Dans le cas (ii), soit x un point de Ω. Il existe un voisinage U de x dans X et un
morphisme e´tale π : V → AnK . D’apre`s (H), π(Ω) est un ouvert non vide de K
n donc est
Zariski-dense dans AnK , ce qui entraˆıne imme´diatement la conclusion.
Dans le cas (iii), soit x un point de Ω. Il suffit de montrer que pour toute courbe
irre´ductible C ⊂ X contenant x, l’ensemble Ω ∩ C est infini. Nous sommes donc ramene´s
au cas ou` X est une courbe, et meˆme au cas de´ja` traite´ d’une courbe lisse en passant a` la
normalise´e (puisque K est alge´briquement clos, la normalisation induit une surjection sur
les points rationnels).
2.2 Corps value´s
Tout corps value´ (K, | . |) sera conside´re´ comme corps topologique, la topologie e´tant
celle de la distance (x, y) 7→ |x− y| sur K. On sait qu’alors le comple´te´ K̂ de K est encore
de fac¸on naturelle un corps value´, alge´briquement clos si K l’est.
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2.2.1 Proposition. Soit (K, | . |) un corps value´.
(i) Si K est se´parablement ferme´ dans K̂, il ve´rifie la condition (H) de 2.1. Plus pre´ci-
se´ment, tout K-morphisme e´tale f : X → Y de K-sche´mas de type fini induit un
home´omorphisme local ftop : Xtop → Ytop.
(ii) Si K est alge´briquement ferme´ dans K̂, il ve´rifie la condition (F) de 2.1.
En particulier, tout corps value´ complet ou alge´briquement clos ve´rifie (H) et (F).
Rappelons brie`vement la de´monstration : on se rame`ne, par des de´vissages convenables, au
cas ou` Y = SpecA est l’espace affine de dimension n sur K et ou`
X =
{
SpecA[T, 1
F ′(T )
]/(F (T )), F ∈ A[T ] (cas (i))
SpecA[T ]/(F (T )), F ∈ A[T ] unitaire (cas (ii)).
Lorsque K est complet, le cas (i) est le the´ore`me d’inversion locale classique, et le cas (ii)
est la ≪ continuite´ des racines ≫ pour laquelle on renvoie par exemple a` [4], § 3.4.
Dans le cas ge´ne´ral, notons f̂top : X(K̂) → Y (K̂) l’application induite par f sur les
points a` valeurs dans K̂ : on remarque alors que si K est se´parablement (resp. alge´brique-
ment) ferme´ dans K̂, on a f̂−1top(Y (K)) = X(K) dans le cas (i) (resp. (ii)), de sorte que l’on
est ramene´ au cas complet.
2.2.2 Remarque. La condition que K soit se´parablement ferme´ dans K̂ e´quivaut au fait
que la valeur absolue | . | soit hense´lienne, c’est-a`-dire admette un unique prolongement a`
toute extension alge´brique de K. Dans le cas non archime´dien, il revient au meˆme de dire
que l’anneau de la valuation associe´e (i.e. la boule unite´ ferme´e de | . |) est hense´lien. Voir
par exemple [5], chapitre 6, exercices du § 8.
2.2.3 Remarque. Supposons la valeur absolue de K associe´e a` une valuation discre`te
d’anneau A hense´lien.
Si de plus A est excellent. alors K est meˆme alge´briquement ferme´ dans K̂, puisque
ce dernier est une extension se´parable de K. Les conditions (H) et (F) sont donc ve´rifie´es
dans ce cas.
En revanche, il y a des exemples, en caracte´ristique p > 0, ou` K̂ contient un e´le´ment
α 6∈ K tel que αp ∈ K ; dans ce cas, le morphisme de Frobenius (relatif) f : A1K → A
1
K est
fini, mais ftop n’est pas ferme´e puisque α
p est adhe´rent a` Kp sans appartenir a` Kp.
2.3 Applications et morphismes universellement ouverts
Commenc¸ons par un e´nonce´ topologique e´le´mentaire. Nous dirons qu’une application
continue p : U → V est un quotient topologique si V s’identifie a` l’espace quotient de U par
la relation d’e´quivalence associe´e a` p. C’est notamment le cas si p est surjective et ouverte,
ou surjective et ferme´e.
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2.3.1 Proposition. Conside´rons un diagramme carte´sien d’applications continues
U ′
ϕ′

p′ // U
ϕ

V ′
p // V.
(i) Si ϕ est ouverte, alors ϕ′ est ouverte. (Autrement dit, les applications continues
ouvertes sont universellement ouvertes).
(ii) Si p est un quotient topologique et si ϕ′ est ouverte, alors ϕ est ouverte.
De´monstration: pour (i), on se rame`ne a` deux cas :
– T est un espace topologique, V ′ = V × T , et p est la projection naturelle : alors
U ′ = U × T et l’assertion re´sulte de la de´finition de la topologie produit.
– V ′ est un sous-espace de V et p est l’inclusion : alors U ′ = ϕ−1(V ′). Un ouvert W ′
de U ′ est de la forme W ∩ U ′, ou` W est un ouvert de U . L’assertion re´sulte de la
≪ formule de projection ≫ ϕ(W ∩ ϕ−1(V ′)) = ϕ(W ) ∩ V ′.
Montrons (ii) : si W est un ouvert de U , alors, le diagramme e´tant carte´sien, on a
p−1(ϕ(W )) = ϕ′(p′−1(W )). On en de´duit que p−1(ϕ(W )) est ouvert dans V ′, d’ou` la conclu-
sion vu l’hypothe`se sur p.
En ce qui concerne les morphismes universellement ouverts de sche´mas, nous aurons
besoin de la proposition suivante, extraite de [8], (14.5.9), qui affirme l’existence de ≪ quasi-
sections ≫ pour de tels morphismes :
2.3.2 Proposition. Soient Y un sche´ma localement noethe´rien irre´ductible, f : X →
Y un morphisme localement de type fini, y un point ge´ome´triquement unibranche (par
exemple normal) de Y . Les conditions suivantes sont e´quivalentes :
(i) f est universellement ouvert en tout point de f−1(y) ;
(ii) pour tout point ferme´ x de f−1(y), il existe une partie localement ferme´e irre´ductible
X ′ de X , contenant x, et telle que la restriction X ′ → Y de f soit un morphisme
quasi-fini et dominant.
Enfin, rappelons une technique de localisation e´tale qui permet de ≪ rendre finis les
morphismes quasi-finis ≫ :
2.3.3 The´ore`me. ([9], (18.12.1)) Soient f : X → Y un morphisme localement de type
fini, y un point de Y , x un point isole´ de la fibre f−1(y). Alors il existe un morphisme e´tale
Y ′ → Y , un point x′ de X ′ = X×Y Y
′ au-dessus de x, et un voisinage ouvert V ′ de x′ dans
X ′ tel que le morphisme compose´ V ′ →֒ X ′
pr
2−−→ Y ′ soit fini.
D’apre`s 2.2.1, le the´ore`me 1.1 re´sulte des suivants, un peu plus pre´cis :
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2.4 The´ore`me. Soit K un corps topologique alge´briquement clos, non discret et ve´rifiant
(H), et soit f : X → Y un morphisme de K-sche´mas de type fini. Si ftop est ouverte, alors
f est universellement ouvert.
2.5 The´ore`me. Soit K un corps topologique alge´briquement clos et ve´rifiant (H) et (F),
et soit f : X → Y un morphisme de K-sche´mas de type fini. Si f est universellement
ouvert, alors ftop est ouverte.
Preuve de 2.4 (le the´ore`me 2.5 sera de´montre´ au paragraphe 3). D’apre`s 2.3.1 (i) il suffit
de montrer, sous les hypothe`ses de 2.4, que f est un morphisme ouvert et meˆme, quitte
a` restreindre X , que f(X) est ouvert dans Y . Comme f(X) est constructible, il suffit de
voir que pour tout ferme´ irre´ductible Z de Y , l’ensemble f(X)∩Z est vide ou dense dans
Z. On peut meˆme supposer, par changement de base, que Z = Y et notre assertion re´sulte
alors de 2.1.1 (iii).
3 Preuve du the´ore`me 2.5
Dans tout ce qui suit, K de´signe un corps topologique alge´briquement clos.
3.1 Le cas fini et le cas quasi-fini
Commenc¸ons par e´tablir 2.5 lorsque le morphisme f est fini, avec une hypothe`se un
peu plus faible sur K (toujours suppose´ alge´briquement clos) :
3.1.1 Proposition. On suppose que K ve´rifie la condition (F). Soit f : X → Y un
morphisme fini et universellement ouvert de K-sche´mas de type fini. Alors l’application
ftop est ouverte.
De´monstration: la conclusion est imme´diate lorsque X est re´union des images d’une famille
de sections de f ; nous allons nous ramener a` ce cas par changement de base.
Fixons un entier d majorant le cardinal de toutes les fibres de ftop. Conside´rons le
diagramme suivant de Y -sche´mas finis, ou` les produits et puissances sont fibre´s sur Y :
X ×Xd
pr
1 //
f1=pr2

X
f

Xd //
IIII
s1,...,sd
II
Y
et ou` les sections s1, . . . , sd de la projection f1 sont de´finies par
si(x1, . . . , xd) = (xi, x1, . . . , xd) (1 ≤ i ≤ d).
La re´union S des images des si est un ferme´ de X×X
d ; comme f1 est ouvert vu l’hypothe`se
sur f , il en re´sulte que
Y ′ := {t ∈ Xd | f−11 (t) ⊂ S}
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est un ferme´ de Xd (son comple´mentaire est l’image par f1 du comple´mentaire de S).
Vu le choix de d, Y ′ s’envoie surjectivement sur Y : si y ∈ Y (K), alors f−1(y) est de la
forme {x1, . . . , xd} (avec des re´pe´titions e´ventuelles) et le point (x1, . . . , xd) au-dessus de y
appartient a` Y ′. Par restriction a` Y ′, on obtient donc un diagramme carte´sien
X ′ 

//
f ′

X ×Xd
pr
1 //
f1

X
f

Y ′ 

//
p (surjectif et ferme´)
22Xd // Y
ou`, par construction, X ′ est re´union des images des sections induites par les si, de sorte que
f ′top est ouverte. L’application ptop est surjective (K est alge´briquement clos) et ferme´e (K
ve´rifie (F)) donc est un quotient topologique. Donc ftop est ouverte en vertu de 2.3.1 (ii)
et du fait que le foncteur Z 7→ Ztop commute aux produits fibre´s finis.
Par localisation e´tale, on en de´duit le cas quasi-fini de 2.5 :
3.1.2 Corollaire. Sous les hypothe`ses du the´ore`me 2.5, on suppose en outre que f est
quasi-fini. Alors ftop est ouverte.
De´monstration: fixons un point x de Xtop, d’image y dans Ytop, et montrons que ftop est
ouverte au point x. Si p : Y ′ → Y est un morphisme e´tale, y′ un point de Y ′top au-dessus
de y, et x′ le point (x, y′) de X ×Y Y
′, il suffit de montrer l’e´nonce´ analogue pour x′ et
pr2 : X ×Y Y
′ → Y ′, compte tenu de 2.3.1 (ii) et de l’hypothe`se (H) faite sur K.
Or, d’apre`s 2.3.3, il existe un tel couple (Y ′, y′) et un ouvert Z ′ ⊂ X ×Y Y
′ contenant
le point x′ et fini sur Y ′ : il suffit alors d’appliquer 3.1.1.
3.2 Re´duction au cas d’un morphisme quasi-fini, de but normal
Commenc¸ons par ramener la de´monstration de 2.5 au cas ou` Y est normal. Soit p :
Y ′ → Y le normalise´ de Yred et soit f
′ : X ′ → Y ′ de´duit de f par le changement de base p :
alors ptop est ferme´e et surjective donc est un quotient topologique. Ainsi il suffit, d’apre`s
2.3.1, de de´montrer que f ′top est ouverte.
Il nous reste donc a` traiter le cas d’un morphisme f : X → Y ou` Y est normal.
3.3 Fin de la de´monstration du the´ore`me
Sous les hypothe`ses de 2.5, et en supposant Y normal, soit x ∈ X(K) un point quel-
conque : appliquant 2.3.2, on trouve un sous-sche´ma localement ferme´ irre´ductible X ′ de
X contenant x, quasi-fini et dominant sur Y . En outre, l’implication (ii)⇒ (i) de 2.3.2
montre que le morphisme induit X ′ → Y est encore universellement ouvert. D’apre`s 3.1.2,
l’application induite X ′top → Ytop est ouverte, donc ftop est ouverte au point x.
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